4.3 Durchschnitte und Summen

Definition: Die Summe jeder Kollektion von Unterrdumen {V; | i € I} von V ist die Teilmenge

Sv= {2

v; = 0 fiir fast allei €
el i€l

v; € V; fiir alle i € 1, }CV.

Die Summe endlich vieler Unterrdume V7, ..., V,, schreibt man auch so:

Vi+...+V, = {v1+...+vn | Vz’zl,...,n:vié‘/;}.

Proposition{Die Summe ), V; ist der eindeutige kleinste Unterraum von V', welcher alle V; enthéilt.
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wobei der Durchschnitt {iber alle Unterrdume U C V' genommen wird, welche alle V; enthalten.
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4.4 Erzeugnis, Erzeugendensystem

Definition: Gegeben seien eine Menge I sowie Vektoren v; € V fiir alle ¢ € . Jeder Ausdruck der Form

mit a; € K fiir alle 7 € I, und a; = 0 fiir fast alle 7 € I, heisst eine Linearkombination der Elemente v; fiir

¢ € I. Eine Linearkombination heisst trivial, wenn alle Koeffizienten a; gleich Null sind, andernfalls heisst

sie nicht-trivial.

Linearkombinationen einer beliebigen Teilmeng@: V' kann man elegant und sparsam hinschreiben mit
der Indexmenge I := S und v := s fiir alle s € S.

Definition: Fiir jede Teilmenge S eines K-Vektorraums V' heisst die Menge

aseruralleseS cv
—O fur fast alle s € S

das Erzeugnis von S. Das Erzeugnis endlich vieler Vektoren kiirzt man auch ab durch

(U1, ..., vn) = {v1,.. . 00 )).
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Proposition: Das Erzeugnis (S) ist der eindeutige kleinste Unterraum von V', welcher die Teilmenge S

umfasst. Genauer gilt ‘
k (s) =0
U

wobei der Durchschnitt iiber alle Unterrdume U C V' genommen wird, welche S umfassen.

B ) Oy =) 0w Foegpts L e S F

'—L— C Lw€<s>
“‘i/“":l“ € - s T
S Scds

vy ,Z(m Gt IG ¢5) 4 €<
=D ¢ Q)= T feber Widhma UV e Scll 20+ (SSCU
Ce) ANEK 2 N\ —Z(xq)u e(s)

e 4 €S> e (g R NN e

Beispiel: Das Erzeugnis der leeren Menge ist der Nullraum (&) = {0}.

Definition: Eine Teilmenge S C V mit (S) =V heisst ein Erzeugendensystem von V.

Eine Teilmenge S ist also ein Erzeugendensystem von V' genau dann, wenn jeder Vektor in V' eine Dar-

stellung als Linearkombination der Elemente von S besitzt.

Beispiel: Die Menge V' ist ein Erzeugendensystem von V.
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4.5 Lineare Unabhangigkeit

Definition: Eine Teilmenge S C V heisst linear abhdingig, wenn Koeffizienten a, € K fiir alle s € S

existieren, so dass ay = 0 ist fiir fast alle, aber nicht fiir alle s € S, und

Existieren keine solchen ag, so heisst S linear unabhdngig.

Eine Teilmenge S ist also genau dann linear unabhéngig, wenn der Nullvektor keine nicht-triviale Darstel-

lung als Linearkombination der Elemente von S besitzt.

Beispiel: Die leere Teilmenge @ C V ist immer linear unabhéngig.




Proposition: Fiir jede Teilmenge S C V sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) S ist linear unabhéingig.

(b) Kein Element von S ist eine Linearkombination der iibrigen Elemente von S.

1 (c) Jeder Vektor in V' besitzt hochstens eine Darstellung als Linearkombination der Elemente von S.
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4.6 Basis

Definition: Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V heisst eine Basis von V.

Eine Teilmenge S ist also eine Basis von V' genau dann, wenn jeder Vektor in V' genau eine Darstellung

als Linearkombination der Elemente von S besitzt. -
Bemerkung: Eine endliche Basis vy, ..., vy eines Vektorraums V' liefert ein Koordinatensystem auf V', das

heisst, eine Bijektion

~

K" —=V, (x1,...,25) = 101 + ... + 0.




Satz: Fiir jede Teilmenge S C V sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) S ist eine Basis von V.

(b) S ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

(c) S ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V.
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Satz: Fiir jedes Erzeugendensystem E von V' und jede linear unabhéngige Teilmengq LCE kxistiert eine
Basis B von V mit L C B C E. '
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Folge: (a) Jedes Erzeugendensystem von V enthélt eine Basis von V.

(b) Jede linear unabhéngige Teihnenge';_ von V' lésst sich zu einer Basis von V' erweitern.
(¢) Peder Vektorraum besitzt eine Basis.J
(d) Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine endliche Basis.
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Vorsicht: Ein Vektorraum besitzt im allgemeinen viele verschiedene Basen. Bevor man eine spezielle Basis
gewahlt hat, darf man daher nur mit dem unbestimmten Artikel von ,einer Basis“ sprechen.



