
4.3 Durchschnitte und Summen

Definition: Die Summe jeder Kollektion von Unterräumen {Vi | i 2 I} von V ist die Teilmenge

X

i2I

Vi :=

⇢

X

i2I

0

vi









vi 2 Vi für alle i 2 I,
vi = 0 für fast alle i 2 I



⇢ V.

Die Summe endlich vieler Unterräume V1, . . . , Vn schreibt man auch so:

V1 + . . .+ Vn :=


v1 + . . .+ vn


 8i = 1, . . . , n : vi 2 Vi

 

.

Proposition: Die Summe
P

i2I
Vi ist der eindeutige kleinste Unterraum von V , welcher alle Vi enthält.

Genauer gilt
X

i2I

Vi =
\

U

U,

wobei der Durchschnitt über alle Unterräume U ⇢ V genommen wird, welche alle Vi enthalten.



4.4 Erzeugnis, Erzeugendensystem

Definition: Gegeben seien eine Menge I sowie Vektoren vi 2 V für alle i 2 I. Jeder Ausdruck der Form

X

i2I

0

ai · vi

mit ai 2 K für alle i 2 I, und ai = 0 für fast alle i 2 I, heisst eine Linearkombination der Elemente vi für
i 2 I. Eine Linearkombination heisst trivial, wenn alle Koeffizienten ai gleich Null sind, andernfalls heisst
sie nicht-trivial.

Linearkombinationen einer beliebigen Teilmenge S ⇢ V kann man elegant und sparsam hinschreiben mit
der Indexmenge I := S und vs := s für alle s 2 S.

Definition: Für jede Teilmenge S eines K-Vektorraums V heisst die Menge

hS i :=

⇢

X

s2S

0

as · s









as 2 K für alle s 2 S,
as = 0 für fast alle s 2 S



⇢ V

das Erzeugnis von S. Das Erzeugnis endlich vieler Vektoren kürzt man auch ab durch

hv1, . . . , vni := h{v1, . . . , vn}i.



Proposition: Das Erzeugnis hS i ist der eindeutige kleinste Unterraum von V , welcher die Teilmenge S

umfasst. Genauer gilt
hS i =

\

U

U,

wobei der Durchschnitt über alle Unterräume U ⇢ V genommen wird, welche S umfassen.

Beispiel: Das Erzeugnis der leeren Menge ist der Nullraum h?i = {0}.

Definition: Eine Teilmenge S ⇢ V mit hS i = V heisst ein Erzeugendensystem von V .

Eine Teilmenge S ist also ein Erzeugendensystem von V genau dann, wenn jeder Vektor in V eine Dar-
stellung als Linearkombination der Elemente von S besitzt.

Beispiel: Die Menge V ist ein Erzeugendensystem von V .



4.5 Lineare Unabhängigkeit

Definition: Eine Teilmenge S ⇢ V heisst linear abhängig, wenn Koeffizienten as 2 K für alle s 2 S

existieren, so dass as = 0 ist für fast alle, aber nicht für alle s 2 S, und

X

s2S

0

as · s = 0.

Existieren keine solchen as, so heisst S linear unabhängig.

Eine Teilmenge S ist also genau dann linear unabhängig, wenn der Nullvektor keine nicht-triviale Darstel-
lung als Linearkombination der Elemente von S besitzt.

Beispiel: Die leere Teilmenge ? ⇢ V ist immer linear unabhängig.



Proposition: Für jede Teilmenge S ⇢ V sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) S ist linear unabhängig.

(b) Kein Element von S ist eine Linearkombination der übrigen Elemente von S.

(c) Jeder Vektor in V besitzt höchstens eine Darstellung als Linearkombination der Elemente von S.



4.6 Basis

Definition: Ein linear unabhängiges Erzeugendensystem von V heisst eine Basis von V .

Eine Teilmenge S ist also eine Basis von V genau dann, wenn jeder Vektor in V genau eine Darstellung
als Linearkombination der Elemente von S besitzt.

Bemerkung: Eine endliche Basis v1, . . . , vk eines Vektorraums V liefert ein Koordinatensystem auf V , das
heisst, eine Bijektion

Kn ⇠

! V, (x1, . . . , xk) 7! x1v1 + . . .+ xkvk.



Satz: Für jede Teilmenge S ⇢ V sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) S ist eine Basis von V .

(b) S ist ein minimales Erzeugendensystem von V .

(c) S ist eine maximale linear unabhängige Teilmenge von V .





Satz: Für jedes Erzeugendensystem E von V und jede linear unabhängige Teilmenge L ⇢ E existiert eine
Basis B von V mit L ⇢ B ⇢ E.

Folge: (a) Jedes Erzeugendensystem von V enthält eine Basis von V .

(b) Jede linear unabhängige Teilmenge von V lässt sich zu einer Basis von V erweitern.

(c) Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

(d) Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine endliche Basis.

Vorsicht: Ein Vektorraum besitzt im allgemeinen viele verschiedene Basen. Bevor man eine spezielle Basis
gewählt hat, darf man daher nur mit dem unbestimmten Artikel von „einer Basis“ sprechen.


